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A B S T R A C T  

I n  t h i s  p a p e r  we p r e s e n t  t h e  f o r m u l a t i o n  a n d  r e s u l t s  o f  t w o -  

w a v e  i n t e r a c t i o n s  i n  a s p a t i a l l y  d e v e l o p i n g  s h e a r  l a y e r ,  d i r e c t e d  

a t  u n d e r s t a n d i n g  a n d  i n t e r p r e t i n g  t h e  p h y s i c a l  m e c h a n i s m s  t h a t  

u n d e r l i e  t h e  r e s u l t s  of  q u a h t i t a t i v e  o b s e r v a t i o n .  O u r  s t u d y  

c o n f i r m s  t h e  e x i s t e n c e  o f  K e l l y ' s  m e c h a n i s m  t h a t  a u g m e n t s  t h e  

g r o w t h  of+ s u b h a r m o n i c  d i s t u r b a n c e  b y  e x t r a c t i n g  e n e r g y  f rom i t s  

f u n d a m e n t a l  o r  v i c e  v e r s a .  T h i s  m e c h a n i s m  i s  s h o w n  t o  b e  

s t r o n g e s t  i n  t h e  r e g i o n  where  t h e  f u n d a m e n t a l  b e g i n s  t o  r e t u r n  

e n e r g y  t o  t h e  m e a n  f l o w  a n d  t h e  two w a v e  modes a r e  o f  c o m p a r a b l e  

e n e r g y  l e v e l s .  I t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  

e s p e c i a l l y  t h e  i n i t i a l  p h a s e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  two d i s t u r b a n c e s  

p l a y  a v e r y  s i g n i f i c a n t  r o l e  i n  t h e  m o d a l  d e v e l o p m e n t  a n d  t h a t  o f  

t h e  s h e a r  l a y e r  i t s e l f .  A ' d o u b l i n g  of '  t h e  m e a n  f l o w  i s  s h o w n  t o  

t a k e  p l a c e ;  t h e  two s u c c e s s i v e  p l a t e a u s  i n  i t s  g r o w t h  a r e  

a t t r i b u t e d  t o  t h e  p e a k i n g  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  s u b h a r m o n i c  

a m p l i t u d e s .  

.* 
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1 .  INTRODUCTION 

S a t 0  ( 1 9 5 9 )  a p p e a r s  t o  h a v e  b e e n  t h e  f i r s t  t o  o b s e r v e  what 

was t h e n  a r a t h e r  c u r i o u s  d e v e l o p m e n t  o f  a s u b h a r m o n i c  

d i s t u r b a n c e  i n  t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n  o f  a s e p a r a t e d  p l a n e  s h e a r  

l a y e r .  T h i s  i s  s u b s e q u e n t l y  b r o u g h t  t o  l i g h t  f u r t h e r  by  t h e  

e x p e r i m e n t s  o f  W i l l e  ( 1 9 6 3 1 ,  F r e y m u t h  ( 1 9 6 6 1 ,  B r o w a n d  ( 1 9 6 6 1 ,  

I M i k s a d  ( 1 9 7 2 ,  1 9 7 3 1 ,  W i n a n t  a n d  B r o w a n d  ( 1 9 7 4 )  a n d  m o r e  r e c e n t l y  

Ho a n d  H u a n g  ( 1 9 8 2 ) .  A t h e o r e t i c a l  e x p l a n a t i o n  o f  c o n d i t i o n s  

f a v o r a b l e  f o r  t h e  s u b h a r m o n i c  d e v e l o p m e n t  i n  f r e e  s h e a r  l a y e r s  

was g i v e n  b y  K e l l y  ( 1 9 6 7 ) .  T h e s e  c o n d i t i o n s  i n c l u d e  a f i n i t e  

t h r e s h o l d  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  d i s t u r b a n c e  a n d  m o r e  i m p o r t a n t l y ,  

K e l l y ' s  ( 1 9 6 7 )  w o r k  i m p l i e s  t h a t  a " f a v o r a b l e 1 '  p h a s e  r e l a t i o n  

m u s t  e x i s t  b e t w e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  i t s  s u b h a r m o n i c .  A l t h o u g h  

K e l l y ' s  m e c h a n i s m  was a r r i v e d  v i a  w e a k  n o n l i n e a r  a r g u m e n t s  t h a t  

n e c e s s a r i l y  i n v o l v e  sma l l  a m p l i f i c a t i o n  r a t e s ,  t h e  b a s i c  p h y s i c a l  

c o n s e q u e n c e s ,  r a t h e r  t h a n  t h e  d e t a i l s ,  h a v e  much  m o r e  

u n i v e r s a l i t y  t h a n  t h e  o r i g i n a l  framework ( L i u  1 9 8 1 ) .  On t h e  

o t h e r  licn-d, f o r  r e a l  d e v e l o p i n g  s h e a r  l a y e r s  t h e  d i s t u r b a n c e  

I 

g r o w t h  r a t e s  a r e  a n y t h i n g  b u t  s m a l l  i n  t h e  i n c i p i e n t  t r a n s i t i o n  

r e g i o n  a s  e x p e r i m e n t s  i n d i c a t e  ( s e e ,  f o r  i n s t a n c e ,  Ho a n d  H u a n g  

1 9 8 2 ) .  

Q u a n t i t a t i v e  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  a m p l i t u d e s  

i n d i c a t e  t h a t  t h e  s u b h a r m o n i c ,  a t  h a l f  t h e  f r e q u e n c y  of t h e  

f u n d a m e n t a l ,  p e a k s  f u r t h e r  d o w n s t r e a m  t h a n  t h e  f u n d a m e n t a l  i n  a 

s p a t i a l l y  d e v e l o p i n g  s h e a r  l a y e r  (Ho a n d  H u a n g  1 9 8 2 ) .  Each  

i n d i v i d u a l  c o m p o n e n t ,  i n  f a c t ,  u n d e r g o e s  a l i f e  c y c l e  o f  

a m p l i f i c a t i o n  a n d  d e c a y .  A l t h o u g h  t h e  p e a k s  i n  a m p l i t u d e  d o  n o t  
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o v e r l a p ,  t h e r e  i s  a s i g n i f i c a n t  s p a t i a l ,  f i n i t e - a m p l i t u d e  r e g i o n  

o f  o v e r l a p  b e t w e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  mode a n d  i t s  s u b h a r m o n i c .  T h e  

s w i t c h i n g  i n  modal c o n t e n t  o f  t h e  d i s t u r b a n c e s  i s  r e v e a l e d  b y  t h e  

q u a n t i t a t i v e  a m p l i t u d e  m e a s u r e m e n t s  (Ho a n d  H u a n g  1 9 8 2 )  t o  b e  a 

g r a d u a l  p r o c e s s  r a t h e r  t h a n  an  a b r u p t  o n e  a s  m i g h t  h a v e  b e e n  

s u g g e s t e d  b y  v i s u a l  o b s e r v a t i o n s  of d y e  s t r e a k s  a l o n e .  O f  

c o u r s e ,  we were a l r e a d y  c a u t i o n e d  b y  t h e  w o r k  of  W i l l i a m s  a n d  

Hama ( 1 9 8 0 ) .  T h e y  s h o w e d  t h a t  a l i n e a r  s u p e r p o s i t i o n  of c o n s t a n t  

a m p l i t u d e  f u n d a m e n t a l  a n d  s u b h a r m o n i c  w a v e  f u n c t i o n s  i n  a s h e a r  

l a y e r  c o u l d  p r o d u c e  i n t e r f e r e n c e  e f f e c t s  t h a t  l e a d  t o  d y e  s t r e a k  

a c c u m u l a t i o n  s u g g e s t i n g  t h e  s w i t c h  i n  modal  c o n t e n t ,  when  i n  

f a c t ,  e a c h  o f  t h e  w a v e  c o m p o n e n t s  a r e  q u i t e  d i s t i n c t .  

I n  t h i s  p a p e r  w e  s h a l l  p r e s e n t  t h e  f o r m u l a t i o n  a n d  r e s u l t s  

f o r  mode i n t e r a c t i o n s  i n  a s p a t i a l l y  d e v e l o p i n g  s h e a r  l a y e r ,  

d i r e c t e d  a t  u n d e r s t a n d i n g  a n d  i n t e r p r e t i n g  t h e  p h y s i c a l  

m e c h a n i s m s  t h a t  u n d e r l i e  t h e  r e s u l t s  of q u a n t i t a t i v e  

o b s e r v a t i o n s .  T h e  b a s i c  f r a m e w o r k  i n  t h i s  c o n s i d e r a t i o n  i s  a n  

e x p l i c T 3 I a c c o u n t  of t h e  e n e r g y  b u d g e t  o f  e a c h  i n d i v i d u a l  

d i s t u r b a n c e  c o m p o n e n t  a s  w e l l  a s  t h a t  o f  t h e  m e a n  f l o w  

( N i k i t o p o u l o s  1 9 8 2 ,  L i u  a n d  N i k i t o p o u l o s  1 9 8 2 ) .  T h i s  

n e c e s s i t a t e s  t h e  a c c o u n t i n g  of  t h e  r a t e  o f  e n e r g y  e x c h a n g e  

b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  s c a l e s  of  m o t i o n .  W h i l e  t h e  r a t e  o f  e n e r g y  

e x c h a n g e  b e t w e e n  e a c h  d i s t u r b a n c e  mode a n d  t h e  m e a n  flow i s  

f a i r l y  w e l l  u n d e r s t o o d  ( t h e  " p r o d u c t i o n t t  m e c h a n i s m ) ,  t h e  r a t e  of 

e n e r g y  e x c h a n g e  b e t w e e n  modes m i g h t  s t i l l  b e  s o m e w h a t  n o v e l .  

A l t h o u g h  d i r e c t e d  a t  f i r s t  t o w a r d s  t h e  u n d e r s t a n d i n g  of  t h e  

i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  i t s  h a r m o n i c  b u t  w h i c h  i s  
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a l s o  a p p r o p r i a t e  f o r  t h e  s u b h a r m o n i c  p r o b l e m ,  S t u a r t  ( 1 9 6 2 )  s p l i t  

t h e  f l o w  q u a n t i t y  f o r  a n  e n s e m b l e  of d i s t u r b a n c e s  i n t o  o d d  a n d  

e v e n  m o d e s .  T h e  r a t e  o f  e n e r g y  t r a n s f e r  f r o m  t h e  e v e n  t o  t h e  o d d  

m o d e s  i s  t h e n  u . u . 3 u i / 3 x  w h e r e  ( ) I  d e n o t e s  o d d  a n d  0" d e n o t e s  

e v e n  m o d e s  a n d  t h e  a v e r a g e  i s  t a k e n  o v e r  t h e  l a r g e s t  p e r i o d i c i t y  

----------- 
I I I t  

1 J  j' 

of t h e  d i s t u r b a n c e s .  T h i s  i s  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  w o r k  d o n e  b y  t h e  

s t r e s s e s  o f  t h e  o d d  m o d e s  a g a i n s t  t h e  r a t e s  of  s t r a i n  o f  t h e  e v e n  

m o d e s .  T h e  m e c h a n i s m  t h a t  we a t t r i b u t e  t o  K e l l y  ( 1 9 6 7 )  i s  c l e a r  

f r o m  t h e  p r e s e n t  e n e r g y  t r a n s f e r  c o n s i d e r a t i o n  i n  t h a t  t h e  p h a s e  

r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s t r e s s e s  of t h e  o d d  m o d e s  a n d  t h e  

a p p r o p r i a t e  r a t e s  o f  s t r a i n  o f  t h e  e v e n  m o d e s  d e t e r m i n e s  t h e  

d i r e c t i o n  of e n e r g y  t r a n s f e r  a n d  t h a t  t h e  mode a m p l i t u d e s  

d e t e r m i n e  t h e  s t r e n g t h  o f  t h i s  t r a n s f e r .  H o w e v e r ,  f o r  a r e a l  

l a b o r a t o r y  s h e a r  l a y e r ,  t h e  f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t  i s  o n e  w h i c h  

h a s  t h e  l a r g e s t  i n i t i a l  a m p l i f i c a t i o n  r a t e  r e s u l t i n g  i n  r a t h e r  

s t r o n g  i n t e r a c t i o n s  w i t h  t h e  m e a n  m o t i o n .  T h e  s u b h a r m o n i c  

c o m p o n e n t  e v o l v e s  i n t o  a s i m i l a r  s i t u a t i o n  i n  a s p a t i a l  r e g i o n  

f o r  wh-ich--i t s  l o c a l  a m p l i P i c a t i o n  r a t e  a l s o  r e a c h e s  a " m o m e n t a r y "  

maximum.  T h e s e  i n t e r a c t i o n s  w i t h  t h e  m e a n  f l o w  s c a l e  w i t h  a n  

a m p l i t u d e  t o  t h e  s e c o n d  power v i a  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s e s ,  whereas  

t h e  mode  i n t e r a c t i o n s  w o u l d  s c a l e  a s  a t y p i c a l  a m p l i t u d e  t o  t h e  

t h i r d  p o w e r  f r o m  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  r a t e  of  e n e r g y  

t r a n s f e r .  T h u s ,  i n  a d e v e l o p i n g  s h e a r  l a y e r ,  t h e  i n d i v i d u a l  

modal p r o d u c t i o n  r a t e  f r o m  t h e  m e a n  f l o w  i s  a n t i c i p a t e d  t o  b e  t h e  

d o m i n a n t  m e c h a n i s m  f o r  d i s t u r b a n c e  e v o l u t i o n .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  

d o m i n a n t  mode i n t e r a c t i o n s  w o u l d  b e  t h e  i m p l i c i t  n o n l i n e a r  

i n t e r a c t i o n s  v i a  t h e  m e a n  f l o w  r a t h e r  t h a n  b y  t h e  m o r e  e x p l i c i t  
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d i r e c t  e n e r g y  t r a n s f e r  b e t w e e n  t h e  modes.  T h e  l a t t e r  m e c h a n i s m  

i s ,  h o w e v e r ,  mos t  i m p o r t a n t  i n  a f f e c t i n g  t h e  d e t a i l s  of  t h e  

s p a t i a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  a m p l i t u d e s .  

2. C O N S E R V A T I O N  E Q U A T I O N S  

I n  a l a b o r a t o r y  o b s e r v a t i o n s  o f  t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n  i n  

s h e a r  l a y e r s  t h e r e  u s u a l l y  e x i s t  m o d e s  o t h e r  t h a n  t h e  f u n d a m e n t a l  

a n d  t h e  s u b h a r m o n i c  i n c l u d i n g  p e r h a p s  i n i t i a l l y  w e a k  f i n e - g r a i n e d  

t u r b u l e n c e .  T h e  l a t t e r  c o e x i s t i n g  w i t h  m o n o c h r o m a t i c  c o h e r e n t  

d i s t u r b a n c e s ,  h a s  b e e n  t h e  s u b j e c t  o f  d i s c u s s i o n  e l s e w h e r e  ( s e e ,  

f o r  i n s t a n c e ,  L i u  1 9 8 1 )  a n d  w i l l  b e  e x c l u d e d  f r o m  c o n s i d e r a t i o n  

h e r e .  We s h a l l  c o n c e n t r a t e  on  t h e  u n d e r s t a n d i n g  o f  c o h e r e n t  mode 

i n t e r a c t i o n s  i n  a n  o t h e r w i s e  l a m i n a r  v i s c o u s  s h e a r  f l o w .  We 

s h a l l  s t a r t  f rom t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  a n  

i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  a n d  s p l i t  t h e  t o t a l  f l o w  q u a n t i t y  i n t o  t h a t  

f o r  t h e  m e a n  m o t i o n  Q a n d  t h e  o v e r a l l  d i s t u r b a n c e  6 c o n s i s t i n g  o f  

( 4 '  + q V t ) ,  w h e r e  q' d e n o t e s  t h e  o d d  mode a n d  q t t  d e n o t e s  t h e  e v e n  

mode ( S t u a r t  1 9 6 2 ) .  The mean f l o w  momentum a n d  c o n t i n u i t y  

e q u a t i - o n s -  a r e  o b t a i n e d  F o l l o w i n g  t h i s  R e y n o l d s '  s p l i t t i n g  a n d  
_ _  

a v e r a g i n g ,  

- -  -I 

av 
0 - =  

axi  (2.2) 
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w h e r e  a p p r o p r i a t e  ( c o n s t a n t )  l e n g t h  a n d  v e l o c i t y  s c a l e s  a r e  u s e d  ' 
t o  m a k e  t h e  e q u a t i o n s  d i m e n s i o n l e s s ,  U i  a n d  P a r e  t h e  m e a n  f l o w  

v e l o c i t y  a n d  p r e s s u r e  r e s p e c t i v e l y ,  u t h e  t o t a l  d i s t u r b a n c e  

v e l o c i t y ,  x i  t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e s ,  t t h e  t ime  a n d  Re t h e  

R e y n o l d s  n u m b e r .  T h e  b a r  o v e r  t h e  s u b s t a n t i a l  d e r i v a t i v e  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e  i s  t a k e n  f o l l o w i n g  t h e  m e a n  f l o w .  

- 
i 

T h e  c o r r e s p o n d i n g  t o t a l  d i s t u r b a n c e  momentum a n d  c o n t i n u i t y  

e q u a t i o n s  a r e  

- + -  
axi Re 

2- a ui 
axiax 

j 
( 2 . 3 )  

- 
w h e r e  p i s  t h e  t o t a l  d i s t u r b a n c e  p r e s s u r e .  E q u a t i o n s  ( 2 . 1 )  - 
( 2 . 4 )  a r e  i d e n t i c a l  i n  f o r m  t o  t h e  R e y n o l d s  s y s t e m .  F o l l o w i n g  

S t u a r t - ( ? 9 6 2 ) ,  t h e  t o t a l  d i s t u r b a n c e  i s  s p l i t  i n t o  t h e  o d d  a n d  

e v e n  modes ,  u = u t  + u!' . T h e  l i n e a r  t e rms  i n  ( 2 - 3 )  a n d  ( 2 - 4 )  

a r e  c o r r e s p o n d i n g l y  s p l i t  a n d  w o u l d  r e t a i n  t h e i r  r e s p e c t i v e  

- 
i i 1 

i n t e r p r e t a t i o n s  i n  t h e  i n d i v i d u a l  c o n s e r v a t i o n s  f o r  t h e  o d d  a n d  
---- - -  - e  

j '  
e v e n  m o d e s .  T h e  n o n l i n e a r  e f f e c t ,  t h r o u g h  a ( u . u  - u . u . ) / a x  

1 . j  1 J  

d e s e r v e s  f u r t h e r  c o m m e n t .  T h e  r e s u l t s  f r o m  t h e  mode s p l i t t i n g  

g i v e  r i s e  t o  t h e  n o n l i n e a r  term a(u!ul! + u l ! u ! ) / a x  f o r  t h e  o d d -  

mode momentum e q u a t i o n ,  w i t h  u!u'! = 0.  T h e  e v e n - m o d e  momentum 
1 J  

e q u a t i o n  w o u l d  o b t a i n  t h e  e v e n  c o n t r i b u t i o n s  f r o m  

J 1  3 1  j ---- 
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k i n e t i c  e n e r g y  e q u a t i o n s  f o r  t h e  o d d  a n d  e v e n  modes  w o u l d  b e  

-__-------- c o u p l e d  t h r o u g h  t h e  mode i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  u!u!au;/ax a s  
1 J  j 

f o l l o w s .  

F o r  p u r p o s e s  o f  o b t a i n i n g  t h e  " a m p l i t u d e "  e q u a t i o n s  a t  a 

l a t e r  s t a g e ,  we f i r s t  o b t a i n  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n s  f o r  t h e  v a r i o u s  

s c a l e s  o f  m o t i o n  a s  follows: 

Mean mot ion  

- ( p r o d u c t i o n )  d i  ss i p a t  i o n  

2 a i a u .  

Odd modes 

p r o d u c t i o n  mode ) d i s s  i p a t  i o n  
( i n t e r a c t i o n  

2 
U! 

2 
a l a u '  

" d i  t t u s i  on" 
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Even modes 

p r o d u c t  i o n  mode d i s s i p a t i o n  
( i n t e r a c t i o n  

"di ? fus ion f t  

T h e  u s u a l  R e y n o l d s '  t ime a v e r a g e  h a s  b e e n  u s e d  a n d  w e  n o t e  t h a t  

t h e  p r o d u c t s  U!U" a r e  u n c o r r e l a t e d  b u t  t h a t  t h e  t r i p l e  p r o d u c t s  

s u c h  a s  u!u!au! ' / ax  a r e .  T h e s e  l a t t e r  p r o d u c t s  a r e  i n t e r p r e t e d  

a s  t h e  w o r k  d o n e  b y  t h e  s t r e s s e s  o f  t h e  o d d  modes a g a i n s t  t h e  

1 J  ---------- 
1 J  1 j 

a p p r o p r i a t e  r a t e s  of  s t r a i n  of t h e  e v e n  modes  a n d  a r e  r e s p o n s i b l e  

f o r  t h e  n e t  e n e r g y  t r a n s f e r  b e t w e e n  t h e  o d d  a n d  e v e n  m o d e s .  Bo th  

t h e  e v e n  a n d  o d d  modes h a v e  t h e i r  r e s p e c t i v e  p r o d u c t i o n  

m e c h a n i s m ,  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  e x t r a c t i o n  o f  e n e r g y  f rom o r  a 

r e t u r n  o f  e n e r g y  t o  t h e  m e a n  s h e a r i n g  m o t i o n .  T h e  r e m a i n i n g  

m e c h a n i s m s  i n c l u d e  t h e  r a t e  o f  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  o i  t h e  v a r i o u s  

s c a l e s  of  m o t i o n  a n d  of  " d i f f u s i o n "  b y  v i s c o s i t y  a n d  b y  t h e  

f l u c t u a t i n g  m o t i o n s .  

T h e  d i s c u s s i o n  i s  s o  f a r  g e n e r a l  i n  t h a t  we h a v e  n o t  

s p e c i f i e d  w h e t h e r  t h e  p r o b l e m  i s  s p a t i a l  o r  t e m p o r a l .  F o r  t h e  
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s p a t i a l  p r o b l e m  t h e  R e y n o l d s  a v e r a g e  i s  t h e n  t h e  t i m e  a v e r a g e ,  

t h e  p e r i o d i c i t y  i s  i n  t i m e  a n d  t h e  a m p l i t u d e s  ( o r  " e n v e l o p e s ' ! )  o f  

t h e  f l u c t u a t i o n s  grow a n d  d e c a y  s p a t i a l l y .  I n  t h e  t e m p o r a l  

p r o b l e m ,  t h e  R e y n o l d s  a v e r a g e  i s  s p a t i a l  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  

s p a t i a l  p e r i o d i c i t y  a n d  t h e  a m p l i t u d e s  o f  f l u c t u a t i o n s  e v o l v e  i n  

t i m e .  I n  t h e  f o l l o w i n g  we s h a l l  s t u d y  t h e  o b s e r v e d  o r  o b s e r v a b l e  

s p a t i a l l y  d e v e l o p i n g  s h e a r  l a y e r  f o r  w h i c h  t h e  f l u c t u a t i o n s  h a v e  

p e r i o d i c i t y  i n  t i m e .  I n  t h i s  c a s e  t h e  o d d  modes c o n s i s t  o f  

f r e q u e n c i e s  B , 3 B .  . . , ( 2 n  - 1 ) B  a n d  t h e  e v e n  m o d e s  c o n s i s t  of 

2B,4B..,,2nB, w h e r e  n i s  a n  i n t e g e r .  

c o r r e s p o n d  t o ,  s a y ,  t h e  ' u n d a r n e n t a l  c o m p o n e n t  a n d  u f ( 8 )  w o u l d  

t h e n  b e  i t s  s u b h a r m o n i c .  In S e c t i o n  3 we s h a l l  c o n s i d e r  t h e  

n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  modes 28 a n d  B i n  a d e v e l o p i n g  

s h e a r  l a y e r ,  t h e  s i m p l e s t  c a se  o f  m o d e  i n t e r a c t i o n s .  

T h u s  mode u Y ( 2 B )  w o u l d  

3 .  TWO-MODE I N T E R A C T I O N S  

I n  t h i s  s e c t i o n  we s h a l l  a p p l y  t h e  g e n e r a l  f r amework  

o b t a i n z d p r e v i o u s l y  t o  s t u d y  t h e  two mode i n t e r a c t i o n  p r o b l e m .  

T h e  e v e n  mode,  u t ? ,  w o u l d  t h u s  b e  i n t e r p r e t e d  a s  t h a t  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l  mode w i t h  f r e q u e n c y  2 6 ;  t h e  o d d  mode,  u t ,  w o u l d  b e  

i t s  s u b h a r m o n i c  o f  f r e q u e n c y  B .  F o r  t h e  o b j e c t i v e  o f  o b t a i n i n g  

t h e  I t a m p l i t u d e "  o r  t t e n v e l o p e t t  e q u a t i o n s ,  i n  terms o f  t h e  

o b s e r v a b l e  k i n e t i c  e n e r g y  c o n t e n t  a c r o s s  t h e  s h e a r  l a y e r  f o r  e a c h  

mode ,  we b e g i n  w i t h  (2.5) - ( 2 . 7 )  f o r  a t h i n  s h e a r  l a y e r  f o r  

w h i c h  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t y p e  o f  a p p r o x i m a t i o n s  h o l d  f o r  t h e  m e a n  

q u a n t i t i e s .  T h e  s c h e m a t i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s h e a r  l a y e r  i s  

s h o w n  i n  F i g u r e  1 .  T h e  s i m p l i f i e d  k i n e t i c  e n e r g y  e q u a t i o n s  a r e  
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t h e n  i n t e g r a t e d  a c r o s s  t h e  p l a n e  s h e a r  l a y e r  t o  g i v e  

w h e r e  x i s  t h e  s t r e a m w i s e  c o o r d i n a t e  measured  from t h e  s t a r t  of  

t h e  m i x i n g  l a y e r ,  2 i s  t h e  v e r t i c a l  c o o r d i n a t e  m e a s u r e d  from t h e  

c e n t e r  of t h e  m i x i n g  l a y e r ,  u , w  a r e  t h e  x,z f l u c t u a t i o n  

v e l o c i t i e s ,  U i s  t h e  mean  v e l o c i t y  w i t h  d e n o t i n g  t h e  u p p e r  



1 0  

- 
( s a y ,  s l o w e r )  a n d  l o w e r  f r e e  s t r e a m s ,  r e s p e c t i v e l y ;  d i s  t h e  

i n t e g r a l  o f  m e a n  f l o w  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  a n d . t h e  l o w e r  

case  5' a n d  T1. r e p r e s e n t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d i s s i p a t i o n  r a t e s  of  

t h e  f l u c t u a t i o n s .  E q u a t i o n s  ( 3 . 1 )  - ( 3 . 3 ) ,  where t w o - d i m e n s i o n a l  

w a v y  d i s t u r b a n c e s  i n  a t w o - d i m e n s i o n a l  m e a n  f l o w  h a v e  b e e n  

a s s u m e d ,  f o r m  t h e  b a s i s  f o r  o b t a i n i n g  t h e  e v o l u t i o n  e q u a t i o n s  f o r  

t h e  m e a s u r a b l e  e n e r g y  c o n t e n t  o f  t h e  d i s t u r b a n c e s  a c r o s s  t h e  

s h e a r  l a y e r .  

( a >  S h a p e  a s s u m p t i o n s  

F o l l o w i n g  e a r l i e r  w o r k  ( s e e ,  f o r  i n s t a n c e ,  S t u a r t  1 9 5 8 ;  Liu 

1 9 8 1 1 ,  t h e  " c l o s u r e 1 '  f o r  t h e  d i s t u r b a n c e s  a r e  o b t a i n e d  b y  

a s s u m i n g  t h e  s e p a r a b l e  form of  t h e  p r o d u c t  o f  a n  u n k n o w n  f i n i t e  

a m p l i t u d e  A n ( x >  w i t h  a v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  g i v e n  b y  

t h e  l o c a l - l i n e a r  s t a b i l i t y  t h e o r y ,  

U' C.C. 

-ia $ e W' 
> + (  11 

C . C .  
( 1 = A 1 ( X ) [ (  - i B t  

1 1  -- 

(Subharmonic 1 

U ' 1  4.p 2 C.C. 
-2iB t-it3 

) + ( ) I ,  (Fundamenta l )  
C.C.  

( 1 = A 2 ( X ) [ (  - ia $ e -2 i  8 t-i 8 
2 2  W '' 

w h e r e  Cp h e r e  d e n o t e s  t h e  e i g e n f u n c t i o n  o f  t h e  l o c a l  l i n e a r  

t h e o r y  a n d  i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  r e s c a l e d  v e r t i c a l  v a r i a b l e  
i 

q = z / 6 ( x ) ;  6 ( x )  i s  a l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  m e a n  P l o w  y e t  t o  b e  

i d e n t i f i e d  a n d  0' d e n o t e s  d i f r e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  
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t o  TI; 8 = 2 a f 6 ( x ) / E  i s  t h e  d i m e n s i o n l e s s  l o c a l  ( S t r o u h a l )  

f r e q u e n c y ,  f i s  t h e  p h y s i c a l  f r e q u e n c y  a n d  = ( U r n +  U - r n ) / 2 ,  t h e  

l o c a l  w a v e - n u m b e r s  a a r e  a l s o  s c a l e d  b y  6 ( x ) .  T h e  a n g l e  8 i S  

t h e  r e l a t i v e  p h a s e  b e t w e e n  t h e  t u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t  ( 2 8 )  a n d  i t s  

2 

s u b h a r m o n i c  ( 8 )  a n d  C . C .  d e n o t e s  t h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e .  T h e  

v e l o c i t i e s  a n d  l e n g t h s  a r e  c o n s i d e r e d  t o  b e  made d i m e n s i o n l e s s  

b y  a n d  d o  

( s o  t h a t  6(0) = 1 1 ,  a n d  t i m e  by  60/u. 

d i s t u r b a n c e s  h a v e  t h e i r  v o r t i c i t y  a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  

d i r e c t i o n  o f  t h e  f r e e  s t r eams .  

T h e s e  t w o - d i m e n s i o n a l  

As f a r  a s  t h e  m e a n - f l o w  i s  c o n c e r n e d  w e  w i l l  assume a 

h y p e r b o l i c  t a n g e n t  t y p e  p r o f i l e ,  w h i c h  h a s  e x p e r i m e n t a l l y  p r o v e n  

t o  b e  v e r y  c l o s e  t o  r e a l i t y  away  f r o m  t h e  s p l i t t e r  p l a t e  i n t o  t h e  

d e v e l o p e d  m i x i n g - l a y e r  r e g i o n  ( W y g n a n s k i  e t  a l .  1 9 7 9 ;  F i e d l e r  

1 9 8 0 ;  Ho a n d  H u a n g  1 9 8 2 ) ,  

U = 1 - R t a n h  TI, 

is t h e  v e l o c i t y  r a t i o  o f  t h e  s h e a r  l a y e r .  S i n c e  TI = z / 6 ( x ) ,  i t  

is now u n d e r s t o o d  t h a t  6 ( x )  is t h e  h a l f - m a x i m u m  s l o p e  t h i c k n e s s  

of t h e  s h e a r  l a y e r .  T h i s  c h a r a c t e r i z e s  t h e  m e a n  m o t i o n  a n d  m u s t  

be j o i n t l y  d e t e r m i n e d  w i t h  t h e  a m p l i t u d e s  A i ( x )  of  t h e  f i n i t e  

d i s t u r b a n c e s .  

B o t h  s h a p e  f u n c t i o n s  4 J 1  a n d  4 J 2  a r e  t a k e n  t o  b e  g o v e r n e d  

l o c a l l y  b y  t h e  R a y l e i g h  e q u a t i o n  ( s e e  L i u  a n d  M e r k i n e  1 9 7 6 )  
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a c c o r d i n g  t o  l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  w i t h  t h e  a p p r o p r i a t e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  

2 (U-c) ($"-a  $ 1  - = o , 

w h e r e  c i s  t h e  p h a s e  v e l o c i t y  s c a l e d  b y  t h e  m e a n  v e l o c i t y  of  

t h e  two f r e e  s t r e a m s .  T h i s ,  o f  c o u r s e ,  i s  a n  a p p r o x i m a t i o n  s i n c e  

t h e  v i s c o u s  terms h a v e  been  d r o p p e d .  We d e a l  h e r e  w i t h  a n  

i n f l e c t i o n a l  m e a n  v e l o c i t y  p r o f i l e  w h i c h  i s  d y n a m i c a l l y  u n s t a b l e  

a n d  t h u s  t h e  i n v i s c i d  e q u a t i o n  s u f f i c e s .  T h e  R a y l e i g h  e q u a t i o n  

y i e l d s  s o l u t i o n s  t h a t  c o r r e s p o n d  t o  a m p l i f i e d  d i s t u r b a n c e s  u p  t o  

t h e  p o i n t  8 = 1 o f  n e u t r a l  s t a b i l i t y .  In t h e  n e i g h b o r h o o d  of 

t h i s  p o i n t  a n d  f o r  v a l u e s  o f  B l a r g e r  t h a n  1 ( c o r r e s p o n d i n g  t o  

d a m p e d  d i s t u r b a n c e s )  t h e  e q u a t i o n  b e c o m e s  s i n g u l a r .  In o r d e r  t o  

o b t a i n  s o l u t i o n s  i n  t h e  l o c a l l y  d a m p e d  r e g i o n  u s e  i s  m a d e  of a 

c o m p l e x  i n t e g r a t i o n  c o n t o u r  s c h e m e  f i r s t  d i s c u s s e d  b y  L i n  ( 1 9 5 5 )  

a n d  s u c c e s s f u l l y  a p p l i e d  b y  Mack ( 1 9 6 5 )  a n d  Z a a t  ( 1 9 5 8 )  f o r  t h e  

c a s e  o f  a b o u n d a r y  l a y e r .  T h e  a m p l i f i c a t i o n  r a t e s  - a  v e r s u s  8 

a r e  s h o w n  i n  F i g u r e  2 ,  p r o v i d i n g  t h e  n e c e s s a r y  d i a g r a m  

f o r  i n i - t i a l  d i s t u r b a n c e s  i n  t h e  s u b s e q u e n t  n o n l i n e a r  p r o b l e m .  

i 

T h e  e i g e n f u n c t i o n  0 and $2 a r e  n o r m a l i z e d  s o  a s  t o  r e n d e r  

IA,(x)I2 a n d  I A 2 ( x ) I 2  t o  c o r r e s p o n d i n g  e n e r g y  d e n s i t i e s  o f  e a c h  

mode o f  t h e  f i n i t e  d i s t u r b a n c e s  s u c h  t h a t  t h e  m o d e  e n e r g y  

c o n t e n t s  a c r o s s  t h e  s h e a r  l a y e r  a r e  

1 

+m 
1 2 2  2 E2(x) = - ( u "  +w" )dy = (A2(x)I 6 ( x ) .  
2 -m 
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T h i s  i s  s i m i l a r  t o  Ho a n d  H u a n g ' s  ( 1 9 8 2 )  E ( f ) ,  e x c e p t  t h a t  t h e i r  

e n e r g y  c o n t e n t  r e f e r s  t o  t h e  c o n t r i b u t i o n  b y  u a l o n e .  T h e  

n o r m a l i z a t i o n  o f  t h e  l o c a l  e i g e n - f u n c t i o n s  a l l o w s  u s  t o  r e l a t e  

t h e  e n e r g y  c o n t e n t  t o  t h e  a m p l i t u d e .  

( b )  T h e  n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n  p r o b l e m  

A f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e  s h a p e  a s s u m p t i o n s  i n t o  ( 3 . 1 )  - ( 3 . 3 )  

we t h e n  o b t a i n  t h r e e  f i r s t - o r d e r  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

d e s c r i b i n g  t h e  s t r e a m w i s e  e v o l u t i o n  o f  6 , E  

a n d  I A 2 1  1: 

Mean f l o w  

2 a n d  E 2  ( o r  & , / A l  I 1 
2 

(3 .4 )  

Subharmonic 

I1 ( 6 )  dx = Irsl ( 6 ) E 1 / 6  - 121 ( 6 ) E , E 2  1 /2 /63/2  - Re I d l  ( 6 ) E l / 6 2 ,  (3.5) dEl  

Fundamen t a l  

( 3 . 6 )  
2 1/2 /63/2  - -  ' I ( 6 ) E 2 / 6  . I r S 2 ( 6 ) E 2 / 6  + 121 ( 6 ) E 1 E 2  Re d 2  

dE2 12(6) - = dx 

E q u a t i o n s  ( 3 . 4 )  - ( 3 . 6 )  a r e  s u b j e c t  t o  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  

E 1 0  t 
E2(0) = E20 a n d  6(0) = 1 ;  w i t h  B ( 0 )  = B o  c h o s e n  t o  

c o r r e s p o n d  t o  t h e  p h y s i c a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s u b h a r m o n i c ,  t h e  

s p e c i f i e d  a n d  t h e  i n i t i a l  p h y s i c a l  l e n g t h  s c a l e  o f  t h e  m e a n  

f l o w  d o  . T h i s  l e n g t h  S c a l e  i S  i d e n t i f i e d  w i t h  t h e  i n i t i a l  h a l f -  
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maximum s l o p e  t h i c k n e s s .  T h e  a d v e c t i o n  i n t e g r a l s  

a r e  I , 1 1 ( 6 )  a n d  1 2 ( 6 ) .  I n t e g r a l s  i n v o l v i n g  w a v e  d i s t u r b a n c e s  m 

a r e  d e p e n d e n t  o n  6 ( x )  t h r o u g h  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  l o c a l  

i n s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o n  t h e  l o c a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  B ,  e x c e p t  

f o r  1 1  a n d  1 2  t h a t  a r e  v e r y  n e a r l y  c o n s t a n t  a n d  h a v e  b e e n  

r e p l a c e d  i n  t h e  e q u a t i o n s  b y  t h e i r  a v e r a g e  v a l u e .  T h e  p r o d u c t i o n  

i n t e g r a l s  a r e  I 

i n t e g r a l  is 1 2 1 ( d ) .  

Id , I d l ( 6 )  a n d  I d 2 ( 6 ) .  The R e y n o l d s  n u m b e r  i s  Re = U C ~ ~ / V .  T h e  

s u b s c r i p t s  1 a n d  2 ,  a s  i n t e r p r e t e d  p r e v i o u s l y ,  d e n o t e  t h e  

s u b h a r m o n i c  a n d  f u n d a m e n t a l ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  d e t a i l e d  

d e f i n i t i o n s  o f  t h e s e  i n t e g r a l s  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i x  1 .  T h e i r  

p h y s i c a l  m e a n i n g  is i d e n t i f i a b l e  t h r o u g h  ( 3 . 1 )  - ( 3 . 3 ) .  T h e  m e a n  

f l o w  i n t e g r a l s  I, a n d  I d  a r e  c o n s t a n t s  f o r  a f i x e d  v e l o c i t y - r a t i o  

p a r a m e t e r  R ,  w h e r e a s  i n t e g r a l s  i n v o l v i n g  t h e  w a v y  d i s t u r b a n c e s  

a r e  t a b u l a t e d  f u n c t i o n s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  6 ( x )  a g a i n  f o r  

a f i x e d  R .  I t  was s u f f i c i e n t  t o  u s e  t h e  R a y l e i g h  e q u a t i o n  i n  

o b t a i n i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  of  s u c h  i n t e g r a l s  ( s e e ,  f o r  

i n s t a n c e ,  L i u  a n d  M e r k i n e  1 9 7 6 1 ,  t h e y  a r e  t h u s  n o t  e x p l i c i t  

f u n c t i o n s  o f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r .  

(6) a n d  I r s , ( 6 )  a n d  t h e  m o d e - e n e r g y  e x c h a n g e  r s l  

T h e  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  i n t e g r a l s  a r e  
- 

( c )  M o d e - d e p e n d e n t  i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l s  

P r i o r  t o  d i s c u s s i n g  t h e  n u m e r i c a l  a p p l i c a t i o n s ,  i t  w o u l d  b e  

most i n s t r u c t i v e  t o  s h o w  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  m o d e - r e l a t e d  

i n t e g r a l s  i n  ( 3 . 4 )  - (3.6). T h e s e  a r e  " u n i v e r s a l t t  f u n c t i o n s  of  

t h e  l o c a l  s h e a r  l a y e r  t h i c k n e s s  6 ( x ) ,  o r  more p r e c i s e l y  o f  t h e  

l o c a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  B = 2 n f 6 ( x ) / i  f o r  a f i x e d  f r e q u e n c y  

f .  T h e  v a l u e  o f  t h e  v e l o c i t y  r a t i o  p a r a m e t e r  R i s  t a k e n  t o  b e  



1 5  

0 . 3 1 .  The  mode  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  i n t e g r a l  I d n  i s  s h o w n  i n  

F i g u r e  5 a s  f u n c t i o n  o f  8 .  The mode  a d v e c t i o n  i n t e g r a l  I n  s l o w l y  

v a r i e s  b e t w e e n  0 . 9 6 5  a n d  1 i n  t h e  same i n t e r v a l  o f  B a n d  i s  t h u s  

n o t  s h o w n .  T h e  m o d e - p r o d u c t i o n  i n t e g r a l  I,,, i s  s h o w n  i n  F i g u r e  

3 .  T h e  i n t e g r a l s  I r s l  a n d  I rS2  a r e  t h e  s u b h a r m o n i c  a n d  

f u n d a m e n t a l  f f p r o d u c t i o n f f  i n t e g r a l s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e i r  s i g n  

c o n t r o l s  t h e  e n e r g y  f l o w  t o  o r  f rom t h e  m e a n  f l o w .  When t h e y  a r e  

p o s i t i v e  t h e  d i s t u r b a n c e  wave  c o m p o n e n t  i s  a m p l i f i e d  b y  

e x t r a c t i n g  e n e r g y  f r o m  t h e  mean f l o w  a n d  when n e g a t i v e  t h e  

d i s t u r b a n c e  i s  I fdampedl f  b y  r e t u r n i n g  e n e r g y  t o  t h e  m e a n  m o t i o n .  

T h e  l a t t e r  p h e n o m e n o n  i s  r a t h e r  s i m i l a r  t o  h y d r o d y n a m i c  s t a b i l i t y  

i n t e r p r e t a t i o n s  a n d  i s  now w i d e l y  o b s e r v e d  i n  d e v e l o p i n g  f r e e  

s h e a r  f l o w s .  T h e  i n t e r p r e t a t i o n  of  n = 1 a n d  2 i s  t h a t  t h e  

f r e q u e n c y  r a t i o  8 , :  B 2  b e  m a i n t a i n e d  a s  1 :  2 .  T h a t  i s ,  i f  t h e  

p h y s i c a l  f r e q u e n c y  of  t h e  f u n d a m e n t a l  ( B 2 )  h a s  t h e  v a l u e  f2 = 2f 

t h e n  t h e  s u b h a r m o n i c  c o m p o n e n t  (6,) h a s  t h e  v a l u e  f ,  = f ,  b o t h  a t  

t h e  same 6 ( x ) .  T h u s ,  i n  F i g u r e  3 ,  if' t h e  p u n d a r n e n t a l  mode  i s  

i n i t i a t - e d  a t  B 2 = 0 . 4 4 2 6  w h e r e  I r S 2  is m a x i m u m ,  t h e  s u b h a r m o n i c  

w o u l d  b e  a t  fl1=0.22l3 where I r s l  i s  s m a l l e r  a n d  t o  t h e  l e f t  o f  

t h e  hump o f  t h e  p r o d u c t i o n - i n t e g r a l  c u r v e .  I n  t h i s  c a s e ,  a s  6 ( x )  

i n c r e a s e s  t h e  r e s p e c t i v e  p r o d u c t i o n  i n t e g r a l s  t h e n  t r a v e r s e  a l o n g  

t h i s  c u r v e  w i t h  I r s2  b e c o m i n g  n e g a t i v e  r i r s t  w h i l e  I,,, p a s s e s  

t h r o u g h  i t s  maximum v a l u e .  

T h e  b i n a r y  m o d e - i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l  I Z 1  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  

4 ,  w i t h  t h e  r e l a t i v e  p h a s e  a n g l e  0 a s  a p a r a m e t e r .  We h a v e  

c h o s e n  t o  i n t e r p r e t  121 as  a f u n c t i o n  o f  8 i n  F i g u r e  4 ( w h i l e  

k e e p i n g  t r a c k  o f  B 2  , f o r  t h e  same & ( X I ) .  T h e  i n t e g r a l  12, , 
1 
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w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  t h e  

s u b h a r m o n i c ,  c o n t r o l s  t h e  e n e r g y  f l o w  b e t w e e n  t h e  t w o  modes v i a  

i t s  m a g n i t u d e  a n d  s i g n .  The s u b h a r m o n i c  d r a w s  e n e r g y  f rom t h e  

f u n d a m e n t a l  when Izl < 0 a n d  l o s e s  e n e r g y  t o  t h e  f u n d a m e n t a l  w h e n  

12, > 0. I n  t u r n  t h e  s i g n  o f  t h i s  i n t e g r a l  i s  c o n t r o l l e d  b y  t h e  

p h a s e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  two modes  e a n d  i s  o f  g r e a t  s i g n i f i c a n c e  

t o  t h e  r o l e  o f  t h e  b i n a r y  m o d e - i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m .  I n  

e f f e c t  8 i s  t h e  g o v e r n i n g  p a r a m e t e r  t h a t  d i c t a t e s  w h e t h e r  t h e  

s u b h a r m o n i c  g r o w s  a t  h i g h e r  ( K e l l y  1 9 6 7 )  o r  l o w e r  a m p l i f i c a t i o n  

r a t e s  t h a n  t h o s e  d i c t a t e d  b y  l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s .  

T h e  p r e s e n t  f o r m u l a t i o n  is i n t e n d e d  t o  s o l v e  t h e  s t r e a m w i s e  

d e v e l o p m e n t  p r o b l e m  f r o m  t h e  use o f  t h e  l o c a l  l i n e a r  t h e o r y  i n  

t h e  e v a l u a t i o n  of  t h e  i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l s .  I t  i s ,  h o w e v e r ,  

c r u c i a l  t o  r e c o n c i l e  a n y  s i m i l a r i t i e s  w i t h  t h e  p i o n e e r i n g  w o r k  o f  

K e l l y  ( 1 9 6 7 )  f o r  a p a r a l l e l  f l o w  a n d  weak n o n l i n e a r i t i e s .  I n  t h e  

c o n t e x t  of t h e  p r e s e n t  s p a t i a l  p r o b l e m ,  K e l l y ' s  a n a l y s i s  f a l l s  i n  

t h e  l o c a l  r e g i o n  w h e r e  t h e  f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t  i s  most 

a m p l i f i e d . =  T h e  m o s t  a m p l i f i e d  mode o c c u r s  a t  B 2  = 0 . 4 4 2 6  i n  

F i g u r e  2 a n d  t h u s  B ,  = 0 . 2 2 1 3 ,  where t h e  s u b h a r m o n i c  i s  

a m p l i f y i n g  d u e  t o  t h e  m e a n  f l o w .  I n  F i g u r e  4, w h e r e  t h e  

h o r i z o n t a l  a x i s  is  6 ,  , a v e r t i c a l  l i n e  d r a w n  f r o m  B ,  = 0 . 2 2 1 3  

c u t s  a c r o s s  v a l u e s  o f  t h e  b i n a r y  m o d e - i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l  f o r  

v a r i o u s  r e l a t i v e  p h a s e  a n g l e  8 .  F o r  t h i s  s i t u a t i o n ,  

0' 4 e < 60' g i v e  r i s e  t o  121 < 0 ,  i m p l y i n g  e n e r g y  t r a n s f e r  from 

t h e  f u n d a m e n t a l  t o  t h e  s u b h a r m o n i c .  T h u s  t h e  m e a n  f l o w  

a m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  s u b h a r m o n i c  c o m p o n e n t  i s  a u g m e n t e d  b y  t h e  

f u n d a m e n t a l  w i t h i n  t h i s  r a n g e  o f  p h a s e  a n g l e s .  T h e  o p p o s i t e  i s  
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t r u e  a s  8 + 'II a s  s h o w n  i n  F i g u r e  4 f o r  B l - 0 . 2 2 1 3  . 
c o n s i s t e n t  w i t h  K e l l y  ( 1 9 6 7 ) .  We a g a i n  e m p h a s i z e  t h a t  t h e  

t e m p o r a l ,  p a r a l l e l  f l o w  p r o b l e m  t h a t  K e l l y  d i s c u s s e d  o c c u r s  

ttmomen t a r i  1 y t t  a t  o n e  s t reamwi s e  1 o c a t  i o n  c o r r e s p o n d i n g  

t o  B2== 0 . 4 4 2 6  a n d  8 , = 0 . 2 2 1 3  i n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  p r e s e n t  

d e v e l o p i n g  s h e a r  l a y e r  p r o b l e m .  I n  o u r  p r o b l e m ,  t h e  d e v e l o p m e n t  

of t h e  a m p l i t u d e s  i s  a s t r o n g  f u n c t i o n  of  t h e  i n i t i a l  a n d  

s p e c t r a l  c o n d i t i o n s ,  d i c t a t e d  b y  t h e  n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n s  

a c c o r d i n g  t o  ( 3 . 4 )  - (3.6). T h e  r e a l i s t i c  o u t c o m e  i s  n o t  

n e c e s s a r i l y  a n t i c i p a t e d  Prom c o n s i d e r a t i o n s  b a s e d  o n  p a r a l l e l  

f l o w .  

T h i s  i s  

4 .  R E S U L T S  A N D  DISCUSSION 

T h e  t h e o r e t i c a l  f o r m u l a t i o n ,  p r e s e n t e d  i n  t h e  p r e v i o u s  

s e c t i o n s  of t h i s  p a p e r ,  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  

( B o  , EZ0, E l O >  a l o n g  w i t h  t h e  p h a s e  a n g l e  8 a r e  p a r a m e t e r s  t h a t  

p l a y  a v e r y  s i g n i f i c a n t  r o l e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  two 

i n t e r a c t i n g  w a v e  modes a n d ,  s u b s e q u e n t l y ,  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  

s h e a r  l a y e r .  T h e  p h a s e  a n g l e ,  8 ,  b e t w e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  w a v e  

c o m p o n e n t  a n d  i t s  s u b h a r m o n i c ,  h a s  b e e n  s h o w n  t o  b e  t h e  s o l e  

p a r a m e t e r  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  n a t u r e  of t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  

t h e s e  t w o  w a v e - m o d e s .  T h e  i n i t i a l  d i m e n s i o n l e s s  ' r e q u e n c y  B h a s  

two s i g n i f i c a n t  e f f e c t s .  I t  d e f i n e s ,  o n  o n e  h a n d ,  t h e  i n i t i a l  
0 

a m p l i f i c a t i o n  r a t e  a n d  t h e  d o w n s t r e a m  a m p l i f i c a t i o n  l t h i s t o r y t t  of  

each  w a v e  from t h e  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  m e a n  f l o w  a n d  o n  t h e  

o t h e r ,  t h e  n a t u r e  of  t h e  i n i t i a l  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  two 

w a v e s .  T h e  s t r e n g t h  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  w a v e s  a s  w e l l  
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a s  t h a t  b e t w e e n  t h e  w a v e s  a n d  t h e  m e a n  f l o w  i s  a l s o  c o n t r o l l e d  b y  

t h e  i n i t i a l  e n e r g y  d e n s i t i e s  E Z 0  a n d  E,0 o f  t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  

s u b h a r m o n i c ,  r e s p e c t i v e l y ,  a s  p o i n t e d  o u t  b y  K e l l y  (1967). 

F i n a l l y  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  Reo i n f l u e n c e s  t h e  i n t e n s i t y  of  

v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  f o r  a l l  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  f l o w .  T h i s  

p a r a m e t e r  i s  o f  m i n o r  i m p o r t a n c e  i n  t h i s  f o r m u l a t i o n  where t h e  

l o c a l  l i n e a r  s o l u t i o n  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  a n d  

v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  i s  w e a k  c o m p a r e d  t o  t h e  o t h e r  m e c h a n i s m s  

p r e s e n t .  

We h a v e  s o l v e d  t h e  n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n  p r o b l e m ,  f o r m u l a t e d  

b y  e q u a t i o n s  (3.4) - (3.61, f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  

c o n t r o l l i n g  p a r a m e t e r s ,  i n  o r d e r  t o  b r i n g  f o r t h  t h e i r  e f f e c t  o n  

t h e  d e v e l o p m e n t  of t h e  s h e a r  l a y e r  a n d  t h e  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  

t h e  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  f l o w .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  

f i r s t .  We t h e n  p r e s e n t  r e s u l t s  f o r  c o n d i t i o n s  b a s e d  o n  t h e  

e x p e r i m e n t  o f  Ho & H u a n g  ( 1 9 8 2 )  f o r  p u r p o s e s  o f  c o m p a r i n g  o u r  

t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  w i t h  t h e i r  m e a s u r e m e n t s .  
_-- -- ( a )  E f f e c t  o f  t h e  p h a s e  a n g l e  e 

To b e t t e r  i l l u s t r a t e  t h e  r o l e  o f  t h e  p h a s e  a n g l e  8 o n  t h e  

d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s h e a r  l a y e r  a n d  t h e  e n e r g y  c o n t e n t  o f  t h e  

i n t e r a c t i n g  modes ,  we h a v e  c h o s e n  t o  e x a m i n e  two c a s e s .  F o r  

f i x e d  i n i t i a l  e n e r g y  d e n s i t i e s  EZ0 = 0 . 6 8  loe4 a n d  E,0 = 

0.12 a n d  f i x e d  R e y n o l d s  n u m b e r  Reo = 71 we h a v e  s o l v e d  t h e  

i n t e r a c t i o n  p r o b l e m  f o r  low a n d  h i g h  i n i t i a l  f r e q u e n c y  

p a r a m e t e r s .  We h a v e  c a r r i e d  o u t  t h e  c a l c u l a t i o n s  F o r  v a r i o u s  

r e p r e s e n t a t i v e  v a l u e s  o f  t h e  p h a s e  a n g l e .  T h e  i n i t i a l  f r e q u e n c y  

p a r a m e t e r  c h a r a c t e r i z i n g  e a c h  c a s e  i s ,  b y  o u r  c h o i c e ,  t h a t  o f  t h e  



s u b h a r m o n i c  w a v e .  

( i )  Low i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  

T h e  s t r eamwise  d e v e l o p m e n t  of t h e  e n e r g y  l e v e l s  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l  (E2) a n d  s u b h a r m o n i c  ( E 1 )  w a v e s ,  s c a l e d  b y  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  i n i t i a l  v a l u e s ,  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  6 a  f o r  

p h a s e  a n g l e s  o f  O o  a n d  180°, a s  w e l l  as  f o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  

d i r e c t  w a v e  i n t e r a c t i o n  mechanism is  a r t i f i c i a l l y  n e g l e c t e d .  I n  

t h e  l a t t e r  c a s e ,  i n d i r e c t  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  w a v e s  i s  t h r o u g h  

t h e i r  n o n l i n e a r  i n t e r a c t i o n s  w i t h  t h e  m e a n  flow. T h e  i n i t i a l  

s u b h a r m o n i c  ' r e q u e n c y  p a r a m e t e r  i s  t a k e n  t o  b e  B = 0 . 0 7 5 ,  g i v i n g  

a f u n d a m e n t a l  f r e q u e n c y  o f  2B = 0 . 1 5 .  The two modes s t a r t  a t  a 

f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  much  s m a l l e r  t h a n  t h e  most a m p l i f i e d  c a s e  i n  

terms o f  l i n e a r  s t a b i l i t y  t h e o r y  ( F i g u r e  2 ) .  N a t u r a l l y  t h e  

f u n d a m e n t a l  e x p e r i e n c e s  maximum a m p l i p i c a t i o n  f i r s t  w h i l e  t h e  

s u b h a r m o n i c  g r o w s  a t  a lower  r a t e  a s  i t  c a n  b e  s e e n  from F i g u r e  

6 a .  

0 

0 

I n  t h e  e a r l y  s t a g e  of  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  t w o  m o d e s  

w h e n  -9 = 0' t h e  s u b h a r m o n i c  d raws  e n e r g y  f rom t h e  f u n d a m e n t a l  

c o m p o n e n t  b e c a u s e  t h e  two-mode  i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l  I Z 1  i s  

n e g a t i v e .  T h e r e f o r e  t h e  s u b h a r m o n i c  i s  g r o w i n g ,  i n  t h a t  r e g i o n ,  

a t  h i g h e r  a m p l i f i c a t i o n  r a t e s  t h a n  t h o s e  p r e d i c t e d  b y  l i n e a r  

s t a b i l i t y  a n a l y s i s  from i t s  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  m e a n  r l o w  

o n l y .  T h i s  i s  e v i d e n t  f r o m  t h e  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  d e c o u p l e d  

ca se  i n  t h e  r e g i o n  0 < ~ / 6 ~ < 5 5 ,  a s  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  6 a .  

s i t u a t i o n  p e r s i s t s  u n t i l  t h e  f u n d a m e n t a l  g o e s  t h r o u g h  maximum 

a m p l i f i c a t i o n  ( f o r  ( 0 . 6  a s  i n d i c a t e d  i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  

two-mode i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l )  a n d  i s  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  

T h i s  

2 
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c o n c l u s i o n  of  K e l l y  ( 1 9 6 7 ) .  I n  t h e  same r e g i o n ,  f o r  t h e  c a s e  

of 0 = 180°, t h e  i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l  IZ1 i s  p o s i t i v e  a n d  t h e  

s u b h a r m o n i c  l o s e s  e n e r g y  t o  t h e  f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t ,  t h u s  

g r o w i n g  a t  a l ower  a m p l i f i c a t i o n  r a t e ,  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  6 a .  

The  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  d e c o u p l e d  c a s e ,  i n  t h i s  r e g i o n ,  s h o w s  

t h a t  t h e  w a v e  i n t e r a c t i o n  has a g r e a t e r  e f f e c t  o n  t h e  d e v e l o p m e n t  

o f  t h e  s u b h a r m o n i c  because  i t s  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  m e a n  f l o w  i s  

much  weaker  t h a n  t h a t  of t h e  f u n d a m e n t a l .  T h e  e x t r a c t i o n  o f  

e n e r g y  f r o m  t h e  m e a n  f l o w  i s  t h e  d o m i n a n t  e n e r g y  s u p p l y  f o r  t h e  

f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t  a n d  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  p e a k  i n  E2. I n  

t h e  S t r o n g l y  n o n l i n e a r  r e g i o n ,  f o r  v a l u e s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  

f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  B 2  h i g h e r  t h a n  0 . 6  ( ~ / 6 ~ > 5 5  i n  F i g u r e  6 a )  t h e  

s i g n  of  t h e  two-mode  i n t e r a c t i o n  t e r m ,  

e q u a t i o n s  ( 3 . 5 )  a n d  ( 3 . 6 )  i s  r e v e r s e d  a n d  t h e r e f o r e  t h e  

1 /2/&3/2 E E  i n  I21 1 2 

s u b h a r m o n i c  l o s e s  e n e r g y  t o  t h e  f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t  when 0 = 

O o .  Because o f  t h i s  i n t e r a c t i o n  t h e  s u b h a r m o n i c  w a v e  g r o w s  a t  a 

l o w e r  r a t e  a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  p e r s i s t s  d o w n s t r e a m  e v e n  when  i t  

s t a r t s " l 7 s i n g  e n e r g y  t o  t h e  mean f l o w .  T h i s  m e c h a n i s m  a c c o u n t s  

f o r  t h e  l o w e r  a n d  l a t e r  p e a k  o f  t h e  s u b h a r m o n i c  e n e r g y  El 

c o m p a r e d  t o  t h e  d e c o u p l e d  c a s e .  

I n  t h e  c a s e  o f  9 = 180°, t h e  o p p o s i t e  s i t u a t i o n  t o  t h e  

8 = 0' case  t a k e s  p l a c e  i n  t h e  s t r o n g l y  n o n l i n e a r  r e g i o n .  T h e  

s u b h a r m o n i c  d r a w i n g  e n e r g y  f r o m  t h e  f u n d a m e n t a l  g r o w s  f a s t e r  a n d  

t o  a h i g h e r  p e a k ,  w h i l e  t h e  f u n d a m e n t a l  i s  q u i c k l y  d a m p e d  b y  the 

c o m b i n e d  loss of  e n e r g y  t o  t h e  s u b h a r m o n i c  c o m p o n e n t  a n d  m e a n  

f l o w .  T h e  w a v e  i n t e r a c t i o n  is  t h e  d e c i s i v e  f a c t o r  f o r  t h e  

s u r v i v a l  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  f a r  d o w n s t r e a m ,  s i n c e  t h e r e  i t  i s  
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b e i n g  d a m p e d  b y  r e t u r n i n g  e n e r g y  t o  t h e  m e a n  f l o w ,  w h e r e  ' r s 2  < o  
( F i g u r e  3 ) .  T h e  s u b h a r m o n i c  i s  a f f e c t e d  b y  t h e  w a v e  

i n t e r a c t i o n  t o  a r e l a t i v e l y  smal l  e x t e n t .  T h i s  b e c o m e s  o b v i o u s  

f rom t h e  compar i son  w i t h  t h e  d e c o u p l e d  c a s e  i n  F i g u r e  6 a .  

From (3.41, i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  m e a n  f l o w  w i l l  s p r e a d  a s  

l o n g  a s  e n e r g y  is  l o s t  f rom t h e  m e a n  f l o w ,  w h e t h e r  i t  i s  d u e  t o  

v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  o r  e n e r g y  t r a n s f e r  t o  t h e  f l u c t u a t i o n s .  T h e  

r e s u l t i n g  g r o w t h  of t h e  m e a n  f l o w  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  6 b .  T h e  

i n i t i a l  r a p i d  g r o w t h  i s  g o v e r n e d  b y  t h e  s t r o n g  i n t e r a c t i o n  of  t h e  

a m p l i f i e d  f u n d a m e n t a l  d i s t u r b a n c e  w i t h  t h e  m e a n  f l o w  a n d  r e m a i n s  

u n a f f e c t e d  b y  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  t w o  d i s t u r b a n c e s  w h i c h  

i n  t h i s  r e g i o n  i s  v e r y  w e a k .  T h e  f i r s t  p l a t e a u  i s  d u e  t o  t h e  

p e a k  i n  t h e  f u n d a m e n t a l ,  t h e  s e c o n d  d u e  t o  t h e  p e a k i n g  o f  t h e  

s u b h a r m o n i c .  T h e s e  p l a t e a u s  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  o b s e r v e d  

p h e n o m e n o n  o f  n e g a t i v e  e n e r g y  p r o d u c t i o n  from t h e  mean ( s e e ,  f o r  

i n s t a n c e ,  F i e d l e r ,  Dz iomba ,  M e n s i n g  & R o s g e n  1 9 8 1 )  t h a t  o c c u r s  

when  t h e  s i g n  o f  t h e  R e y n o l d s  s t r e s s  -uw o f  a p a r t i c u l a r  w a v e  
-- 
- z  

mode o f  c o h e r e n t  s t r u c t u r e  i s  o p p o s i t e  t o  t h a t  o f  t h e  m e a n  f l o w  

< 0 ,  t h u s  r a t e  of  s t r a i n  -- .and t h e  p r o d u c t i o n  i n t e g r a l  I,,, 

t e n d i n g  t o  h a l t  t h e  s h e a r  l a y e r  g r o w t h .  A f t e r  t h e  f i r s t  p l a t e a u  

aLJ 
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t h e  g r o w t h  o f  t h e  mean  f l o w  i s  a g a i n  r a p i d  because  o f  t h e  

a m p l i f i c a t i o n  of  t h e  s u b h a r m o n i c  f r o m  e x t r a c t i o n  o f  e n e r g y  from 

t h e  m e a n  f l o w .  H o w e v e r ,  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  two m o d e s  seems 

t o  p l a y  s o m e  r o l e  o n  t h i s  d e v e l o p m e n t .  I n  t h e  c a s e  o f  8 = 1 8 0 0  

t h e  g r o w t h  of t h e  m e a n  i s - s o m e w h a t  s t e a p e r  b e c a u s e  o f  t h e  e x t r a  

e n e r g y  t h a t  i s  c h a n n e l e d  i n t o  t h e  s u b h a r m o n i c  w a v e  f rom t h e  

f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t .  The o p p o s i t e  i s  t r u e  i n  t h e  c a s e  
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w h e r e  8 = 0' a n d  t h e  p l a t e a u  t h a t  r e s u l t s  f r o m  t h e  s a t u r a t i o n  o f  

t h e  s u b h a r m o n i c  i s  s o m e w h a t  l o w e r .  T h e  s h e a r  l a y e r  t h i c k n e s s  d u e  

t o  t h e  s u b h a r m o n i c  i s  v e r y  n e a r l y  d o u b l e  t h a t  d u e  t o  t h e  

f u n d a m e n t a l  i n  F i g u r e  6 b .  T h a t  i s ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  two p l a t e a u  

i s  n e a r l y  two. H o w e v e r ,  t h i s  i s  s o m e w h a t  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  

i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  a s  we w i l l  show l a t e r ,  a n d  o u g h t  n o t  t o  b e  a 

g e n e r a l  r u l e .  

( i i )  H i g h  i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  

T h e  s t r e a m w i s e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  e n e r g y  l e v e l s  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l  (E2) a n d  s u b h a r m o n i c  ( E 1 )  w a v e s ,  s c a l e d  b y  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  i n i t i a l  v a l u e s ,  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  7a f o r  

p h a s e  a n g l e s  o f  O o ,  8 0 °  a n d  1 8 0 ° ,  a s  w e l l  a s  f o r  t h e  d e c o u p l e d  

c a s e .  T h e  i n i t i a l  e n e r g y  d e n s i t i e s  a n d  R e y n o l d s  n u m b e r  a r e  t h e  

same a s  i n  t h e  c a s e  o f  low i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  w h i l e  t h e  

v a l u e  of t h e  l a t t e r  i s  t a k e n  t o  b e  B o  = 0 . 1 8  for  t h e  s u b h a r m o n i c  

a n d  2B0  = 0 . 3 6  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t .  

s l i g h t l y  less  t h a n  t h e  i n i t i a l l y  m o s t  a m p l i f i e d  S t r o u h a l  

T h e  l a t t e r  i s  

f r e q u e n c y  . 
B o t h  d i s t u r b a n c e s  e x p e r i e n c e  a h i g h e r  i n i t i a l  a m p l i f i c a t i o n  

t h a n  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e  b e c a u s e  t h e i r  i n i t i a l  f r e q u e n c y  

p a r a m e t e r s  a r e  c l o s e r  t o  t h e  o n e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  most  

a m p l i ' i e d  d i s t u r b a n c e .  A c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  f a c t  i s  t h a t  t h e  

t w o - w a v e  i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  i s  much  w e a k e r  t h a n  t h e  

i n t e r a c t i o n  of b o t h  w a v e  c o m p o n e n t s  w i t h  t h e  m e a n .  S u b s e q u e n t l y  

t h e  i n i t i a l  d e v e l o p m e n t  o f  E ,  a n d  E2 i s  e s s e n t i a l l y  u n a f f e c t e d  b y  

t h e  modal i n t e r a c t i o n  a s  shown  i n  F i g u r e  7 a .  The t w o - w a v e  

i n t e r a c t i o n  b e c o m e s  i m p o r t a n t  i n  t h e  s t r o n g l y  n o n l i n e a r  r e g i o n ,  
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a f t e r  t h e  f u n d a m e n t a l  h a s  r e a c h e d  i t s  p e a k ,  i n  t h e  same m a n n e r  a s  

i n  t h e  P r e v i o u s  case  o f  l o w  i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r .  T h e  

c a s e  o f  8 = 80' i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  a weaker  moda l  i n t e r a c t i o n  

t h a n  t h a t  o f  8 = O o ,  a s  o n e  c a n  e x p e c t  f r o m  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  

r e s p e c t i v e  i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l s  ( F i g u r e  4 ) .  T h e  e n e r g y  f l o w  i s  

f r o m  t h e  s u b h a r m o n i c  t o  t h e  f u n d a m e n t a l  c o m p o n e n t  f o r  b o t h  o f  

r e s u l t i n g  g r o w t h  of  t h e  m e a n  f l o w ,  w h i c h  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  7 b ,  

i n d i c a t e s  t h e  same g e n e r a l  t r e n d s  o b s e r v e d  f o r  t h e  l o w  i n i t i a l  

f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  case .  

The  t w o - w a v e  i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  h a s  a d u a l  e f f e c t  o n  t h e  

modal  d e v e l o p m e n t .  I t  a f f e c t s  t h e  a m p l i f i c a t i o n  r a t e  of t h e  

s u b h a r m o n i c  d i r e c t l y  b y  p r o v i d i n g  e n e r g y  from t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  

i n d i r e c t l y  b y  i n c r e a s i n g  t h e  e n e r g y  g a i n e d  from t h e  m e a n ,  s i n c e  

t h i s  g a i n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  E l .  T h e s e  t w o  e f f e c t s  a r e  o f  c o u r s e  

c o u p l e d .  The  d i r e c t  t w o - w a v e  i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  i s  

r e p r e s e n t e d  b y  t h e  term, 1 2 1 E l E 2  "2 /63 '2 ,  a n d  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  

7c. T h e  i n d i r e c t  w a v e - i n t e r a c t i o n  e f f e c t  c a n  b e  r e a l i z e d  b y  

c o m p a r i n g  t h e  m e a n - s u b h a r m o n i c  i n t e r a c t i o n  term, I r s l E 1 / 6 ,  f o r  

t h e  cases  o f  8 = 0' a n d  0 = 1 8 0 '  a s  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  7 d .  I t  

a l s o  a p p e a r s  f r o m  t h e  o b s e r v a t i o n  o f  F i g u r e s  7 c  a n d  7 d  t h a t  t h e  

i n d i r e c t  e f f e c t  o f  t h e  two-wave i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  i s  more 

s i g n i f i c a n t ,  b e c a u s e  t h e  e n e r g y  e x c h a n g e  w i t h  t h e  m e a n  i s  t h e  

c o n t r o l l i n g  f a c t o r  i n  t h e  g r o w t h  o f  t h e  s u b h a r m o n i c  i n  t h i s  

p a r t i c u l a r  c a s e .  

( b )  E f f e c t  o f  t h e  i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  8 . 
0 

T h e  s t reamwise d e v e l o p m e n t  o f  t h e  e n e r g y  l e v e l s  o f  t h e  two 
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w a v e - m o d e s  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e  8a f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  i n i t i a l  

f r e q u e n c y  p a r a m e t e r s  a n d  f o r  a p h a s e  a n g l e  8 = O o .  T h e  i n i t i a l  

f r e q u e n c y  p a r a m e t e r ,  as p o i n t e d  o u t  e a r l i e r ,  d e f i n e s  t h e  i n i t i a l  

a m p l i f i c a t i o n  r a t e  of t h e  d i s t u r b a n c e s  f r o m  t h e i r  i n t e r a c t i o n  

w i t h  t h e  m e a n  f l o w ;  i t  a l s o  c o n t r o l s  t h e  o v e r a l l  a m o u n t  o f  e n e r g y  

t h a t  e a c h  i n d i v i d u a l  d i s t u r b a n c e  w i l l  e x t r a c t  f r o m  t h e  m e a n  f low 

t h r o u g h o u t  i t s  d e v e l o p m e n t .  

d i s t u r b a n c e  c h a r a c t e r i z e d  b y  2 B = 0 .6  s t a r t s  o u t  a t  a n  

a m p l i f i c a t i o n  r a t e  l o w e r  t h a n  t h a t  o t  i t s  s u b h a r m o n i c  a n d  p a s t  

i t s  maximum a m p l i f i c a t i o n  r a t e  a s  i t  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  m e a n  

f l o w  i n t e r a c t i o n  i n t e g r a l  i n  F i g u r e  3 .  S u b s e q u e n t l y  t h e  w a v e  

c h a r a c t e r i z e d  b y  B o  = 0 . 3  d o m i n a t e s  t h r o u g h o u t  t h e  d e v e l o p m e n t  of 

t h e  f l o w ,  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  8a  a n d  i s  a c t u a l l y  t h e  f u n d a m e n t a l  

d i s t u r b a n c e .  T h e  w a v e  c h a r a c t e r i z e d  b y  2 8  i s  i t s  f i r s t  h a r m o n i c  

a n d  d e s p i t e  t h e  f a c t  t h a t  t h e  t w o - w a v e  i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  a c t s  

i n  i t s  f a v o u r  ( 0  = O o ) ,  i t s  r o l e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  of t h e  f l o w  

is n e g l i g i b l e .  T h i s  i s  a l s o  a p p a r e n t  f rom t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  

m e a n  f l - w - f o r  t h i s  c a s e  s h o w n  i n  F i g u r e  8 b ,  w h e r e  t h e  s i n g l e  

p l a t e a u  i s  a t t r i b u t e d  t o  t h e  s a t u r a t i o n  o f  E, o n l y .  

I n  t h e  c a s e  o f  B o  = 0 . 3 0  t h e  

0 

0 

I n  g e n e r a l  d e c r e a s e  of t h e  i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  w i l l  

i n c r e a s e  t h e  d o w n s t r e a m  a m p l i f i c a t i o n  " h i s t o r y "  of e a c h  w a v e .  

T h e  p e a k s  i n  E ,  a n d  E 2  a r e  h i g h e r  a n d  o c c u r  a t  a l a t e r  s t a g e  a s  

t h e  i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  i s  d e c r e a s e d ,  b e c a u s e  o f  t h e  

i m p l i e d  i n c r e a s e  of t h e  o v e r a l l  e n e r g y  e x t r a c t e d  f rom t h e  m e a n .  

T h e  g r o w t h  o f  t h e  m e a n  f l o w  i s  more p r o n o u n c e d  f o r  l o w e r  v a l u e s  

of t h e  i n i t i a l  f r e q u e n c y  P a r a m e t e r  d u e  t o  t h e  same p h y s i c a l  

e f f e c t  ( F i g u r e  8 b ) .  
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T h e  d i s c u s s i o n  s o  f a r  h a s  b e e n  l i m i t e d  t o  t h e  " d i r e c t "  

e f f e c t  of  t h e  i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  o n  t h e  d e v e l o p m e n t  of 

t h e  m o d a l  e n e r g y  d e n s i t i e s  w h i c h  i s  a c o n s e q u e n c e  o f  t h e  

i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  m e a n  f l o w .  

i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  i s  a p p a r e n t  from t h e  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  

r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  6 a  a n d  7 a  f o r  l o w  a n d  h i g h  

B o  r e s p e c t i v e l y  a n d  f o r  t h e  c a s e ,  s a y ,  w h e r e  0 = O o .  F o r  

h i g h  B o  , a s  p o i n t e d  o u t  e a r l i e r ,  t h e  e a r l y  a n d  f a v o u r a b l e  t o  t h e  

s u b h a r m o n i c  d i s t u r b a n c e  i n t e r a c t i o n  i s  p r a c t i c a l l y  a b s e n t  u n l i k e  

t h e  c a s e  w h e r e  t h e  i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  i s  l o w .  T h i s  

e f f e c t  o t  B o  o n  t h e  m o d a l  i n t e r a c t i o n  m e c h a n i s m  i s ,  h o w e v e r ,  

n e g l i g i b l e  c o m p a r e d  t o  t h a t  of t h e  p h a s e  a n g l e .  A c c o r d i n g  t o  t h e  

a b o v e  o b s e r v a t i o n s ,  w e  c a n  c o n c l u d e  t h a t  t h e  e f f e c t  of t h e  

i n i t i a l  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  i s  e s s e n t i a l l y  c o n f i n e d  t o  t h e  o n e  

T h e  e f f e c t  of B o  o n  t h e  modal 

i n f l u e n c i n g  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  w a v e s  a n d  t h e  mean f l o w .  

( c )  E f f e c t  o f  t h e  i n i t i a l  e n e r g y  d e n s i t y  o f  t h e  

s u b h a r m o n i c .  

T h e -  r e s u l t s  o f  o u r  c a l c u l a t i o n s  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  i n i t i a l  

e n e r g y  d e n s i t i e s  o f  t h e  s u b h a r m o n i c  a r e  g i v e n  i n  F i g u r e s  9 a ,  9 b ,  

9 c  a n d  9 d  w i t h  a l l  o t h e r  i n i t i a l  p a r a m e t e r s  b e i n g  f i x e d  a n d  a 

p h a s e  a n g l e  8 = 0'. T h e  p e a k s  i n  E t / E I O  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  

E , 0  ; t h e r e f o r e ,  t h e  s u b h a r m o n i c  r e a c h e s  t h e  same a p p r o x i m a t e l y  

p e a k  l e v e l  i r r e s p e c t i v e l y  o f  i t s  i n i t i a l  d e n s i t y .  The 

i n t e r a c t i o n  of t h e  s u b h a r m o n i c  w i t h  t h e  m e a n  b e c o m e s  maximum 

e a r l i e r  w i t h  i n c r e a s i n g  E , 0  a s  c a n  b e  s e e n  f rom F i g u r e  g c ,  w h e r e  

we s h o w  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  w a v e - m e a n  i n t e r a c t i o n  t e rm.  T h i s  

a c c o u n t s  f o r  t h e  e a r l i e r  P e a k i n g  of E, a n d  t h e  s u b s e q u e n t  e a r l i e r  
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s e c o n d  p l a t e a u  o f  t h e  m e a n  ? l o w  d e v e l o p m e n t  s h o w n  i n  F i g u r e  9 b .  

The  l e v e l  of  t h i s  p l a t e a u  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  i n i t i a l  d e n s i t y  

o f  t h e  s u b h a r m o n i c  a s  i s  t h e  p e a k  l e v e l  o f  E 

i n t e r a c t i o n  term, p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  9 d ,  b e c o m e s  s t r o n g  e a r l i e r  

w i t h  i n c r e a s i n g  E 1 0  . F o r  t h i s  c a s e  of 8 = 0' t h e  t w o - w a v e  

i n t e r a c t i o n  i n  t h e  e a r l y  s t a g e s  o f  t h e  m o d a l  d e v e l o p m e n t  i s  i n  

f a v o r  of  t h e  s u b h a r m o n i c ,  as  d i s c u s s e d  i n  a n  e a r l i e r  s e c t i o n .  

T h e s e  t w o  o b s e r v a t i o n s  e x p l a i n  t h e  w e a k e n i n g  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  

of t h e  f u n d a m e n t a l  w i t h  t h e  mean a n d  t h e  l o w e r  p e a k  o f  E w i t h  

i n c r e a s i n g  E 

m e c h a n i s m  a n d  r e s u l t s  i n  a l e s s  p r o m i n e n t  f i r s t  p l a t e a u  i n  t h e  

g r o w t h  of t h e  m e a n  a s  we i n c r e a s e  t h e  i n i t i a l  s u b h a r m o n i c  

d e n s i t y .  

T h e  t w O - w a V e  
1 '  

2 
T h i s  i s  a l s o  i n  a g r e e m e n t  w i t h  K e l l y ' s  1 0  ' 

( d )  E f f e c t  o f  t h e  i n i t i a l  e n e r g y  d e n s i t y  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l .  

' T h e  r e s u l t s  of  o u r  c a l c u l a t i o n s  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  i n i t i a l  

e n e r g y  d e n s i t i e s  of t h e  f u n d a m e n t a l  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e s  l o a ,  

l o b ,  1 O - c a n d  1 0 d .  The p e a k  v a l u e  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  e n e r g y  

l e v e l ,  E 2  , i s  s h o w n  t o  b e  i n d e p e n d e n t  of i t s  i n i t i a l  e n e r g y  

d e n s i t y  s i n c e  E 2 / E Z 0  is p r o p o r t i o n a l  t o  EZ0 i n  F i g u r e  l o a .  

p e a k  v a l u e  o f  t h e  s u b h a r m o n i c  a l s o  r e m a i n s  u n a f f e c t e d .  T h e r e f o r e  

t h e  p l a t e a u  l e v e l s  i n  t h e  g r o w t h  o f  t h e  m e a n  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  

1 0 b  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  E Z 0  . The i n c r e a s e  o f  t h e  i n i t i a l  e n e r g y  

d e n s i t y  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  i n t e n s i f i e s  t h e  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  

T h e  

mean  ( F i g u r e  1Oc) i n  i t s  a r n p l i r i c a t i o n  r e g i o n  a n d  t h e r e f o r e  

c a u s e s  a f a s t e r  g r o w t h  of  t h e  s h e a r - l a y e r  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  

l o b .  The  i n t e r a c t i o n  term b e t w e e n  t h e  s u b h a r m o n i c  a n d  t h e  m e a n  
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f l o w  a n d  t h e  two-mode  i n t e r a c t i o n  term a r e  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  

( s e e  e q u a t i o n s  ( 3 . 5  a n d  ( 3 . 6 ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  3 1 2  t o  6 a n d  6 

f a s t e r  g r o w t h  of  t h e  m e a n  a c c o u n t s  f o r  t h e  s h i f t  i n  t h e  p e a k s  o f  

t h e s e  t w o  terms d o w n s t r e a m  ( F i g u r e s  1 O c  a n d  1 0 d ) ,  t h e  s u b s e q u e n t  

w e a k e n i n g  o f  t h e  s u b h a r m o n i c  a n d  f a s t e r  g r o w t h  o f  t h e  m e a n  a f t e r  

t h e  f i r s t  p l a t e a u .  

( e >  E f f e c t  o f  t h e  i n i t i a l  R e y n o l d s  Number 

The  d e v e l o p m e n t  of t h e  e n e r g y  l e v e l s  of t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  

s u b h a r m o n i c  d i s t u r b a n c e s ,  s c a l e d  b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n i t i a l  

v a l u e s ,  a r e  g i v e n  i n  F i g u r e  l l a  f o r  Reo = 35.5 a n d  7 1 .  I t  c a n  b e  

s e e n  t h a t  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  h a s  a v e r y  w e a k  e f f e c t  o n  t h e  

d e v e l o p m e n t  o f  t h e  m o d e s .  The f u n d a m e n t a l  a n d  s u b h a r m o n i c  p e a k s  

o c c u r  e a r l i e r  a n d  a t  a h i g h e r  l e v e l  w i t h  i n c r e a s i n g  Reo. T h i s  o f  

c o u r s e  was e x p e c t e d  s i n c e  v i s c o u s  e f f e c t s  a r e  we.aker w i t h  

i n c r e a s i n g  R e y n o l d s  n u m b e r .  T h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  m e a n  f l o w  is 

s h o w n  i n  F i g u r e  l l b .  The  g r o w t h  of t h e  m e a n  f l o w  i s  f a s t e r  f o r  

h i g h  R e s - I n  t h e  i n i t i a l  s t a g e s  b e f o r e  t h e  f i r s t  p l a t e a u  a n d  i s  

r e l a t e d  t o  t h e  g r o w t h  o f  t h e  f u n d a m e n t a l .  O n e  w o u l d  e x p e c t  a 

s l o w e r  g r o w t h  of  t h e  m e a n  w h e n  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  h i g h ,  

b e c a u s e  o f  t h e  v i s c o u s  term (-- I d / d )  i n  e q u a t i o n  ( 3 . 4 ) .  

H o w e v e r ,  t h i s  term i s  n e g l i g i b l e  c o m p a r e d  t o  t h e  w a v e  p r o d u c t i o n  

terms;  t h u s  t h e  d e v e l o p m e n t  of t h e  m e a n  i s  c o n t r o l l e d  p r i m a r i l y  

by  t h e  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  two d i s t u r b a n c e s .  W e  s h o u l d  p o i n t  

Reo  

o u t  a t  t h i s  p o i n t  t h a t  t h e  use of  t h e  i n v i s c i d  l o c a l  s o l u t i o n s  

f o r  t h e  d i s t u r b a n c e s  r e n d e r s  t h e  I n t e r a c t i o n  i n t e g r a l s  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ;  h e n c e  v i s c o u s  e f f e c t s  h a v e  
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n o t  b e e n  a c c o u n t e d  f o r  i n  f u l l .  

( f )  C o m p a r i s o n s  w i t h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  

Ho a n d  H u a n g  ( 1 9 8 2 )  

T h e  r e s u l t s  of  o u r  c a l c u l a t i o n  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  

b a s e d  o n  t h e  e x p e r i m e n t a l  c o n d i t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  

m e a s u r e m e n t s  p e r f o r m e d  b y  Ho a n d  H u a n g  ( 1 9 8 2 ) .  T h e  i n i t i a l  

s u b h a r m o n i c  f r e q u e n c y  p a r a m e t e r  i s  t a k e n  t o  b e  8 = 0 . 2 6 ,  g i v i n g  

a f u n d a m e n t a l  28 = 0 . 5 2  w h i c h  i s  v e r y  n e a r l y  a t  t h e  maximum 

a m p l i f i c a t i o n  r a t e  a c c o r d i n g  t o  t h e  l i n e a r  t h e o r y .  T h e s e  v a l u e s  

were b a s e d  o n  t h e  i n i t i a l  maximum s l o p e  t h i c k n e s s  6 o  a t  a 

l o c a t i o n  1 . 4 3  cm d o w n s t r e a m  o f  t h e  s p l i t t e r  p l a t e ,  w h e r e  t h e  

i n i t i a l  w a k e  t y p e  p r o f i l e  has  d e v e l o p e d  i n t o  a h y p e r b o l i c  t a n g e n t  

s h e a r  l a y e r  p r o f i l e ,  a s  r e p o r t e d  b y  Ho a n d  H u a n g  ( 1 9 8 2 ) .  T h e  

o r i g i n  i n  t h e  c a l c u l a t i o n ,  x = 0 ,  i s  t a k e n  t o  b e  a t  t h e  

e x p e r i m e n t a l  1 . 4 3  cm l o c a t i o n .  T h e  r e l a t i v e  p h a s e  b e t w e e n  t h e  

f u n d a m e n t a l  a n d  t h e  s u b h a r m o n i c  i s  l e f t  a r b i t r a r y  ( a n d  t h e r e f o r e  

u n k n o i % ) - i n  t h e  e x p e r i m e n t .  We c a r r i e d  o u t  t h e  c a l c u l a t i o n s  f o r  

t h r e e  d i f f e r e n t  p h a s e  a n g l e s ,  n a m e l y  e = O o ,  80'  a n d  1 8 0 O .  

0 

0 

T h e  s t r e a m w i s e  d e v e l o p m e n t  of  t h e  e n e r g y  l e v e l s  o f  t h e  

s t r e a m w i s e  c o m p o n e n t  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  ( E u 2 )  a n d  s u b h a r m o n i c  

( E u , )  i s  q u a l i t a t i v e l y  i n  v e r y  g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t  

a s  o n e  c a n  s e e  f r o m  F i g u r e  1 2 a ,  p a r t i c u l a r l y  f o r  t h e  0 = 8 0 °  

c a s e .  The l o c a t i o n  of  t h e  p e a k s  i n  Eu,  a n d  E u 2  a r e  w e l l  i n  

a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t  a l t h o u g h  t h e  p e a k  v a l u e s  t h e m s e l v e s  

a r e  u n d e r e s t i m a t e d .  T h e  g r o w t h  o f  t h e  s h e a r  l a y e r  s h o w n  i n  

F i g u r e  1 2 b  a l s o  c o m p a r e s  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t s  (Ho & H u a n g  
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1 9 8 2 )  b o t h .  q u a l i t a t i v e l y  a n d  q u a n t i t a t i v e l y ,  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e  

t h e  two w a v e  modes a r e  d e v e l o p i n g .  The p l a t e a u s  ( a t t r i b u t e d  t o  

t h e  e n e r g y  f l o w  from t h e  mean  t o  t h e  d i s t u r b a n c e s  a c c o r d i n g  t o  

o u r  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n )  a s  w e l l  a s  t h e  a p p r o x i m a t e  d o u b l i n g  o f  

t h e  t h i c k n e s s  a r e  e v i d e n t  i n  b o t h  t h e  e x p e r i m e n t  a n d  o u r  

r e s u l t s .  I n  Ho a n d  H u a n g ' s  ( 1 9 8 2 )  e x p e r i m e n t s ,  t h e  s h e a r  l a y e r  

c o n t i n u e s  t o  s p r e a d  a f t e r  t h e  p l a t e a u  r e g i o n s  ( F i g u r e  1 2 b ) ;  i t  i s  

most l i k e l y  t h a t  t r a n s i t i o n  h a s  t a k e n  p l a c e  i n  t h a t  t h e  e x i s t i n g  

f i n e - g r a i n e d  t u r b u l e n c e  h a v i n g  b e e n  s u f v i c i e n t l y  s t r a i n e d  b y  t h e  

c o h e r e n t  s t r u c t u r e s  i s  now c o n t r i b u t i n g  t o w a r d s  t h e  mean f l o w  

s p r e a d i n g  r a t e  v i a  t h e  f i n e - g r a i n e d  t u r b u l e n c e  R e y n o l d s  s t r e s s  

m e c h a n i s m .  T h i s  m e c h a n i s m  i s  n o t  p r e s e n t  i n  o u r  f o r m u l a t i o n  

s i n c e  we h a v e  n o t  t a k e n  u n d e r  a c c o u n t  t h e  f i n e  g r a i n e d  

t u r b u l e n c e .  T h e r e f o r e  t h i s  l a t t e r  s p r e a d  of t h e  m e a n  f l o w  c a n n o t  

b e  p r e d i c t e d  by  o u r  c a l c u l a t i o n s .  

A p a r t  f r o m  t h e  f i n e  g r a i n e d  t u r b u l e n c e ,  t h e r e  a r e  many o t h e r  

l e s s  d o m i n a n t  d i s t u r b a n c e  w a v e  modes p r e s e n t  i n  t h e  e x p e r i m e n t s  

of Ho a n d  H u a n g  (1982) t o  w h i c h  t h e  s h e a r  l a y e r  i s  s e n s i t i v e .  

T h i s  f a c t  t o g e t h e r  w i t h  t h e  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  p h a s e  a n g l e  i n  

t h e  e x p e r i m e n t  l e a d s  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  q u a n t i t a t i v e  

d e t a i l s  o f  t h e  s h e a r  l a y e r  a r e  n o t  e x p e c t e d  t o  b e  d e s c r i b e d  b y  

t h e  i d e a l i z e d  two-mode  p r o b l e m  i n  t h e  a b s e n c e  o f  weak f i n e -  

g r a i n e d  t u r b u l e n c e  a n d  o t h e r  ( n o t  n e c e s s a r i l y  w e a k )  m o d e s .  

H o w e v e r ,  t h e  p r o b l e m  s o l v e d  h e r e  b r i n g s  o u t  t h e  d o m i n a n t  p h y s i c a l  

_- - 

m e c h a n i s m s  i n  t h e  g r o w t h  a n d  d e c a y  of  t h e  o v e r l a p p i n g  f u n d a m e n t a l  

a n d  s u b h a r m o n i c  d i s t u r b a n c e s ,  a s  w e l l  a s  t h e  i m p o r t a n t  e f f e c t  o f  

t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  r e l a t i v e  p h a s e  a n g l e .  
L 
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T h i s  w o r k  was p a r t i a l l y  s u p p o r t e d  b y  t h e  N a t i o n a l  

A e r o n a u t i c s  a n d  S p a c e  A g e n c y ,  L a n g l e y  R e s e a r c h  C e n t e r  t h r o u g h  

G r a n t  NAC1-379, L e w i s  Research C e n t e r  t h r o u g h  G r a n t  NAC3-673;  a n d  

t h e  N a t i o n a l  S c i e n c e  F o u n d a t i o n ,  F l u i d  M e c h a n i c s  a n d  H y d r a u l i c s  

P r o g r a m  t h r o u g h  G r a n t  MSM83-20307. 
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APPENDIX 1. TWO MODE INTERACTION INTEGRALS 

m 0 
I m = - -  [f (l-Rtanhq)[(l-Rtanhq) 2 - (1+R) 2 ]dq + (l-Rtanhq):(l-Rtanhq)2 - 1 

2 
0 -m 

- (1-R) 2 ldq] = 2R2(3/2-!Ln2) 

+m 

- ++w 2 4 4R2 - R sech ndq = - 
3 Id -m 

where Im denotes the imaginary part and 5 denotes the complex conjugate of 0. 
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FIGURE CAPTIONS 

F i g u r e  1 The mixing l a y e r  schematic .  

Ampl i f i ca t ion  ra tes  -a v e r s u s  t r equency  parameter  a .  i Figure  2 

F i g u r e  3 Mode-production i n t e g r a l  I r s n  as f u n c t i o n  of f r equence  parameter 

8 .  

Figure  4 a , b  Binary mode- in te rac t ion  i n t e g r a l  as f u n c t i o n  of f r equency  

parameter  B w i t h  relative phase  a n g l e  e as a parameter. 

F igu re  5 Mode v i scous  d i s s p a t i o n  i n t e g r a l  Idn  as f u n c t i o n  o f  f requency  

parameter  8 .  

Figure  6a Development of modal energy content fo r  low i n i t i a l  f r equency  

-- - parameter  ( e  = Oo, 180' and  decoupled  case; E10 = 0.12 x lo-', 
. . .  

EZ0 = 0.68 x lo-', Bo = 0.075, Reo = 71) .  

F igu re  6b Mean f low growth f o r  low i n i t i a l  f requency  parameter  ( e = O o ,  1800 

and decoupled case; E1O = 0.12 x EZ0 = 0.68 x 

= 0.075, Reo = 71) .  
$0 

F i g u r e  7a Development of modal energy c o n t e n t  fo r  h i g h  i n i t i a l  f r e q u e n c y  

parameter  (8=Oo,  8 0 ° ,  180' and  decoupled  case; E10  - - 

0.12 x = 0.68 x B o  = 0.18, Re, = 71) .  
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F i g u r e  7b 

F i g u r e  7c 

F i g u r e  7d 

F i g u r e  8a 

Fi g u r  e -8 b-- 

F i g u r e  9a 

Mean f low growth f o r  h i g h  i n i t i a l  f requency  parameter  

4 (e=o', 8 0 ° ,  180' and decoupled c a s e ;  E 1 0  = 0.12 x 10- , 

E20 = 0.68 X B = 0.18, Reo = 7 1 ) .  
0 

Mode-production term development f o r  h i g h  i n i t i a l  f r equency  

parameter  ( e  = Oo, 180O; E10 = 0.12 x 10- , E20 = 0.68 x 10-4 4 

Bo = 0.18, Reo = 71). 

Binary mode- in te rac t io  term development f o r  h igh  i n i t i a l  

f requency  parameter  ( 8  = Oo, 180O; E10 = 0.12 x l o m 4 ,  E20 = 0.68 

x Bo = 0.18, Reo = 71) .  

Development of modal energy  c o n t e n t :  e f f e c t  of i n i t i a l  

f r equency  parameter  (Bo = 0.075, 0.18, 0.3; E I O  = 0.12 x l o e 4 ,  

E20 = 0.68 x e = Oo, Reo = 71) .  

Mean f l o w  growth: e f f e c t  o f  i n i t i a l  f r equency  parameter ( B  = 

0.075, 0.18, 0.3; E10  = 0.12 x 

8 = Oo, Re, = 71) .  

0 

E20 = 0.68 x l o e 4 ,  

Development o f  modal energy  c o n t e n t :  

subharmonic e n e r g y  d e n s i t y .  

E20 = 0.68 x 

e f f e c t  of i n i t i a l  

(E,0 = 1 . 2 ,  0.4, 0.12 x 

f? = 0.075, e = Oo, Reo = 71) .  
0 
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F igure  9 b  Mean flow growth: effect  o f  i n i t i a l  subharmonic ene rgy  d e n s i t y  

(E l0  = 1 .2 ,  0.4, 0.12 x E20 = 0.68 x 10- 4 , Bo = 0.075, 

e = Oo, Re, = 71). 

Figure 9c  Mode-production term development: effect of i n i t i a l  subharmonic 

e n e r g y  d e n s i t y  ( E l 0  = 1.2,  0 .4 ,  0.12 x E20 = 0.68 x 10 -4  , 
8, = 0.075, 8 = Oo, Re, = 71).  

F i g u r e  9d Binary mode-interact ion term development:  effect  of  subharmonic 

e n e r g y  d e n s i t y  ( E l 0  = 1 . 2 ,  0 .4 ,  0.12 x E20 = 0.68 x 10 -4 , 
8, = 0.075, 8 = Oo, Re, = 71) .  

F i g u r e  10a Development of modal  energy c o n t e n t :  effect  o f  i n i t i a l  

fundamental  ene rgy  d e n s i t y  (E20 = 13.6, 6.8, 0.6 ~ 1 0 ' ~ ;  E10 = 

0.12 x 8, = 0.075,  8 = Oo, Reo = 71) .  

F i g u r e  10b Mean flow growth: effect of i n i t i a l  fundamenta l  energy  d e n s i t y  - 
- _  (Ez0 = 13.6, 6.8, 0.6 x E10 = 0.12 x 8, = 0.075, 

e = Oo; Re, = 71).  

F igu re  1Oc Mode-production term development:  effect of i n i t i a l  fundamenta l  

e n e r g y  d e n s i t y  (E20 = 13.6, 6.8, 0.6 x EI0 = 0.12 x 10- 4 , 

Bo = 0.075, 8 = Oo, Re, = 71 1. 

F i g u r e  10d Binary  mode-interact ion term development:  e f f e c t  of i n i t i a l  

fundamental  ene rgy  d e n s i t y  (E20 = 13.6 ,  6.8, 0.6 x E10 = 

= 0.075, e = Oo, Reo = 71) .  ' 0.12 10-4 
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Figure  l l a  Development of modal energy  c o n t e n t :  

No- (Re = 71, 35.5; E I O  = 0.12 x 

e f f e c t  o f  i n i t i a l  Reynolds 

EZ0 = 0.68 x 10- , Bo = 4 

0.075, e = 00). 

F i g u r e  l l b  Mean flow growth: e f f e c t  o t  i n i t i a l  Reynolds No. (Re = 71, 

35.5; E10 = 0.12 x E20 = 0.68 x l oe4 ,  Bo = 0.075, e = 00). 

Figure 12a  Development of modal ene rgy  c o n t e n t :  

Huang (1982) experiment .  

los4,  Eu20 = 0.48 x 

Comparison wi th  Ho and 

( 8  = O o ,  80° and 180O; Eu10 = 0.16 x 

Bo = 0.26, Re, = 81). 

F i g u r e  12b Mean f low growth: Comparison wi th  Ho and Huang (1982) 

4 exper iment .  

0.48 

(8 = O o ,  80° amd 180O: Eu10 = 0.16 x 10- , Eu20 = 

10-3, B, = 0.26, Reo = 81) .  
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